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1° Semestre : CL1
MATHS DISCRETES 1

Durée : 3 h

Sans document, ni calculatrice.

Les tableaux 1-c et 2 sont joints au sujet.
Sujet de 3 Pages.

Question de cours :

Dans ℤ/13ℤ (ensemble des entiers modulo 13) :

- Quel est l’opposé de 5 ? Pourquoi ?
- Quel est l’inverse de 5 ? Pourquoi ?
Exercices :

Exercice 1: 
Soient p et q deux propositions. On définit la suite de propositions suivante : 
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 Pn = Pn- 1  ⇒  p      pour n ≥ 1.

a)  Ecrire P1, P2, P3 à l’aide de p, de  q, et des seuls connecteurs :   ‾  et ⇒.
b)  Ecrire P1, P2, P3 à l’aide de p, de q, et des seuls connecteurs : ‾,  ∨ et ∧.

En déduire que P1, P2 et P3 sont égales.

c) Montrer par récurrence que : 

              ∀n∈ℕ*   :    Pn = P1 .
Exercice 2: 
Le club alpin d’une station X est constitué de Thomas (T), Jean (J) et Yves (Y).
On note C= {T, J, Y} le référentiel « club alpin ». Les membres de ce club alpin peuvent pratiquer le ski ou l’alpinisme, éventuellement les deux. Dans cette station soit il neige, soit il pleut .On définit les quatre prédicats suivants :
           p(x) : x aime la pluie
           n(x) :  x aime la neige
           s(x) :  x est skieur

           a(x) : x est alpiniste
1) Que signifient les propositions : p (J) et n (T) ?

2) Traduire en langage courant les propositions suivantes :

p1 : n (J) ⇒n (T)          p2 : p (J) ⇒p (T)
p3 : [n (J) ⇒n (Y)] ∧ [p (J) ⇒p (Y)]
3) Traduire en langage courant les propositions suivantes :
p1 : ∀x, a(x)∨s(x)           p2 : ∃x, a(x)∧p(x)

p3 : ∀x, s(x)⇒n(x)
      p4 : ∀x, (a(x)∧n(x))⇒s(x)
4) Formaliser les deux propositions suivantes :

« Certains membres du club alpin sont à la fois skieurs et alpinistes »

« Tout membre du club alpin qui est skieur aime la neige » 



          ______

Exercice 3:
Dans une Algèbre de Boole quelconque ( B, 
[image: image11.wmf], +, 
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, 0, 1 ) , prouver les égalités suivantes :

On citera les propriétés utilisées.

a) a+
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 = 1

b) (a+ b)(b+ c)(c+ a) = a b + b c +c a

c) a b c + a b
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+ 
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a c + a
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d) a +
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Exercice 4:   
Soit ( B, ‾  ,  ₊ , . , 0, 1 ) une Algèbre de Boole quelconque.

a) Montrer que : Si  (a ₊ b ₌ 1 et a ₊ b ₌ 1) alors b ₌ 1.

b) Interpréter la propriété a) dans l’Algèbre de Boole des parties d’un référentiel R. 

Exercice 5 : 

Dans  P(ℕ) on définit la relation R par :

ARB si et seulement si : A∪B est infini.

Dire si la relation R est : réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive.

N.B : si la propriété est vraie on la démontrera dans le cas général, sinon on donnera un contre-exemple.

Exercice 6 : 
On se place dans ℤ/2ℤ, muni de l’addition et de la multiplication des entiers modulo 2.
1) Donner les tables de l’addition et de la multiplication dans ℤ/2ℤ.
On pose E=ℤ/2ℤ.
2) Ecrire ExE en extension.

On définit dans ExE les deux opérations suivantes :

(a,b) ( (a’,b’)= (a+a’,b+b’)
(a,b) ( (a’,b’)= (aa’,bb’)
3) Justifier rapidement que ( et ( sont commutatives et associatives dans ExE.

4) Montrer que  ( est distributive par rapport à(.
5) Quels sont les éléments neutres de ces deux opérations dans ExE?

6) Quels sont les éléments inversibles dans ExE ?
7) Soit u= (a, b) et v= (a’, b’) deux éléments quelconques de ExE.

 Calculer u(u , u(u.

 En déduire: u(v((u(v)
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